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Geschichtliches

Die Methode der kleinsten Quadrate ist ein Instrume nt zur Ermittlung 
günstigster Werte für ausschließlich mit zufälligen Beobachtungsfehlern 
behafteten Beobachtungsgrößen.

Entwickelt wurde sie 1784 von dem damals 18jährigen  Carl Friedrich Gauß; 
die erste Veröffentlichung 1805 von dem französisch en Mathematiker 
Adrien-Marie Legendre (Méthode de moindres quarrés). 

Die Methode wurde u. a. 1801 bei der Bestimmung der  Bahnelemente des neu 
entdeckten Planetoidens (1) Ceres erfolgreich eingesetz t, der kurz nach seiner 
Entdeckung verlorenging. Gauss gelang damit die Berech nung genauer 
elliptischer Bahnelemente aus deutlich mehr als dre i vorliegenden 
Beobachtungen, so daß er im Dezember 1801 wiedergefun den werden konnte. 

Die Methode der kleinsten Quadrate
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Intuitive Einführung

In der 
Veränderlichen-
beobachtung
wird die MQ 
häufig dazu 
benutzt, 
Extremwerte 
von Licht-
kurven zu 
bestimmen
(z. B. durch
Polynomfits)

Die Methode der kleinsten Quadrate
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Typische Aufgabenstellung

• Es sollen unbekannte Größen (Parameter) möglichst g enau
bestimmt werden, die allerdings nicht direkt messba r sind. 
Stattdessen sind nur Funktionswerte dieser Paramete r messbar, die 
zudem noch  fehlerbehaftet sind. 

• Die Anzahl zur Verfügung stehender Messungen ist me ist deutlich 
größer als die Anzahl der zu bestimmenden Parameter .

Beispiel :

Lineare Lichtwechselelemente eines Bedeckungsveränderlichen.

tMin = E0 + P*E

Die Parameter E0 und P lassen sich nicht direkt messen, sondern nur aus den 
beobachteten Zeiten tMin und den bekannten Epochenwerten E berechnen.

Die Methode der kleinsten Quadrate
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Prinzip der MQ

Die beschriebene Aufgabenstellung kann mit Hilfe de r MQ gelöst 
werden. 

Das verfolgte Verfahren hierbei ist, die Summe der Quadrate der 
Abweichungen zwischen den Messwerten und den sich aus der 
Modellfunktion mit den geschätzten Parametern ergeb enden  
berechneten Werten zu minimieren.

Aufgrund der Meßfehler stellen die Ergebnisse nur Sch ätzwerte für die 
Parameter dar – man spricht deshalb auch von Paramet erschätzung“.

Die MQ lässt sich aus der – historisch sehr viel spä ter entwickelten -
„Maximum-Likelihood“- Methode der Wahrscheinlichkeit srechnung 
ableiten.

Die Methode der kleinsten Quadrate
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Prinzip der MQ

Die Methode der kleinsten Quadrate

Schematische 
Darstellung der 
zu bildenden 
Differenzen „B-R“, 
deren 
aufsummierte 
Quadrate zu 
minimieren sind.

Offensichtlich 
sind die Fehler 
nicht um die 
gewählte 
Ausgangsfunktion 
normalverteilt, wie 
der Verlauf der 
Ausgleichungs-
gerade  zeigt.
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Voraussetzungen für die Anwendung der MQ

Für die korrekte Anwendung der Methode der kleinste n Quadrate 
müssen folgende Voraussetzungen erfüllt sein:

Die Methode der kleinsten Quadrate

1. Zwischen der messbaren Größe und den aus den Mess ungen 
abzuleitenden Parametern besteht ein bekannter funktionaler 
Zusammenhang, und

2. Die Fehler der beobachteten Messwerte sind um die  Messgröße
normalverteilt .

Diese Voraussetzungen sind meist nicht erfüllt !
(unbekannter funktionaler Zusammenhang, Meßfehler nic ht normalverteilt).

���� die Ergebnisse stellen nur „Näherung“ dar !
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Funktionaler Zusammenhang

Die Methode der kleinsten Quadrate

Zwischen der Messgröße η und einer Anzahl r zu schätzender Parameter
x1, x2, ... xr bestehe folgender funktionale Zusammenhang:

die wir in der etwas anderen Form aufschreiben:

Gemessen wird aber nicht η, sondern eine mit einem Fehler ε behaftete Größe y:

so dass sich (1‘) schreiben lässt als:
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Beobachtungsgleichungsmatrix / Fehlergleichungsmatrix

Die Methode der kleinsten Quadrate

Für n>r Beobachtungen ergibt sich also folgendes (überbestimmte) 
Gleichungssystem:

Durch Einführung folgender Vektoren und Matrix

lässt sich das Gleichungssystem wesentlich kompakter darstellen :

Beobachtung- oder 
Fehlergleichungsmatrix;
“Design-Matrix
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Kovarianz- und Gewichtsmatrix

Die Methode der kleinsten Quadrate

Da die Fehler als normalverteilt angenommen werden, gilt für die 
Erwartungswerte: 

Diese vorausgesetzte Eigenschaft ist entscheidend für die Anwendbarkeit der 
Maximum-Likelihood-Methode ! 

Da die einzelnen Messungen unabhängig voneinander sind, lassen sich die 
Varianzen σ²j  Beobachtungen in einer diagonalen Kovarianzmatrix  Cy anordnen, 
deren Inverses die in der Folge benötigte Gewichtsmatrix Gy ist:
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Die Methode der kleinsten Quadrate

Normalgleichungssystem I

Durch Anwendung der Maximum-Likelyhood-Methode ergibt sich dann 
zwangsläufig als zu erfüllende Forderung für die besten Schätzwerte für die 
Parameter, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen zwischen den 
Funktionswerten der Modellfunktion und den Beobachtungen zu minimieren ist!

Das bedeutet, dass das namensgebende Kriterium für diese Methode eine 
zwingende Forderung aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist, und nicht etwa 
vom Himmel gefallen ist (die Gallier werden erleichtert sein!).

Angewandt auf unsere anfängliche Aufgabenstellung ist „nach einigen 
elementaren Umformungen“ folgendes Normalgleichungssystem zu lösen:

Normalgleichungsmatrix
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Die Methode der kleinsten Quadrate

Normalgleichungssystem I

Durch Anwendung der Maximum-Likelyhood-Methode ergibt sich dann 
zwangsläufig als zu erfüllende Forderung für die besten Schätzwerte für die 
Parameter, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen zwischen den 
Funktionswerten der Modellfunktion und den Beobachtungen zu minimieren ist!

Das bedeutet, dass das namensgebende Kriterium für diese Methode eine 
zwingende Forderung aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist, und nicht etwa 
vom Himmel gefallen ist (die Gallier werden erleichtert sein!).

Angewandt auf unsere anfängliche Aufgabenstellung ist „nach einigen 
elementaren Umformungen“ folgendes Normalgleichungssystem zu lösen:

bekannt !

bekannt !Unbekannte
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Die Methode der kleinsten Quadrate

Normalgleichungssystem II

Die Lösung erfolgt durch Multiplikation der Gleichung mit dem Inversen der 
Normalgleichungsmatrix (ATGYA) :

Anmerkung: korrekterweise muß angemerkt werden, dass die Lösung nur 
Schätzwerte für den Parametervektor x liefert !

Die Quadratwurzeln der Diagonalelemente der Matrix (ATGYA)-1 können als 
innere oder interne Fehler der geschätzten Parameter betrachtet werden, durch 
Multiplikation mit dem gewichteten mittleren Fehler m0 ergeben sich die äußeren:

[pvv] = gewichtete Fehlerquadratsumme

n = Anzahl der Beobachtungen

k = Anzahl zu schätzender Parameter
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Polynome

Polynome und Normalgleichungsmatrix

Im Folgenden wird die Anwendung der MQ auf Polynome vorgestellt und auf die 
hier vorkommenden Besonderheiten aufmerksam gemacht.

Eine Funktion der Gestalt 

heißt Polynom m. Grades in t und wird durch die m+1 Parameter x0, ... xm
bestimmt.

Damit nimmt eine Beobachtungsgleichung gemäß (2) folgende Gestalt an:

Die Größe a0 ist bei der Ausgleichung mit Polynomen 0 und braucht im 
Folgenden nicht mehr berücksichtigt zu werden.
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Polynome

Beobachtungsgleichungs- / Designmatrix für Polynome

Daraus ergibt sich die Beobachtungsgleichungsmatrix oder Designmatrix für 
Polynome:

Der Name „Designmatrix“ deutet auf eine wichtige Eigenschaft dieser Matrix hin:

Sie definiert die Grundlegende Struktur des Ausgleichungsproblems und besteht 
ausschließlich aus der Konstanten „1“ in der 1. Spalte und Potenzen der 
unabhängigen Variablen t ( z. B. Zeit-Werte ) – die Messwerte ( z. B. Magnituden ) 
und ihr Verlauf spielen hier absolut keine Rolle ! 

Die Auswirkungen sehen wir bei der Lösung des Normalgleichungssystems
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Polynome

Normalgleichungsmatrix für Polynome

Die Normalgleichungsmatrix nimmt folgende Gestalt an:

Diese Matrixgestalt verhält sich bei der Inversenbildung numerisch sehr instabil; 
insbesondere für äquidistante Beobachtungszeiten im Bereich zwischen 0 und 1 
(typischerweise JD-Tagesbruchteile bei CCD-Serienaufnahmen) nähert sie sich 
mit wachsendem m einer Hilbert-Matrix m. Ordnung

Desweiteren: für ein Polynom m. Grades Produktsummen vom Grad 2m gebildet 
werden!  Polynom 20 Grades (t20) � Produktsummen bis 40. Grades (t40) 

Gaußsche
Summenschreibweise:
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Polynome

Weitere Eigenschaften von Polynome

• Instabiles Verhalten bei Inversion der Normalgleichungsmatrix
(führt zu Abbruch der Inversion bereits bei niedrigen Polynomgraden
oder zu absurd hohen Parameterfehlern).
� Das Produkt aus NGL und deren Inverses als Qualitätsmaß benutzt

werden.

• Polynome sind korreliert. Die ersten m Parameter eines Polynoms m+k. Grades
unterscheiden sich von denen eines Polynom m. Grades:
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Orthogonale Polynome

Orthogonale / Orthonormale Polynome 

Das Problem der schlecht  konditionierten Normalgleichungsmatrix bei den 
Polynomen kann umgangen werden, indem man die Daten nicht durch ein  
einzelnes Polynom ausgleicht, sondern durch eine Summe unterschiedlicher, 
fest vorgegebener Polynome, die untereinander in einer speziell festgelegten 
Beziehung zueinander stehen: den Orthogonalen / Orthonormalen Polynomen:

Dabei stellen die Pj(t) einfache Polynome vom Grad j dar, allerdings mit fest 
vorgegebenen Koeffizienten, die aus den Beobachtungen selbst bestimmt 
werden müssen. Die Besonderheit der Beziehung dieser Polynome 
untereinander ist – bezogen auf unsere Beobachtungen - folgende: 
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und damit vereinfacht sich durch die Bedingung (OP2) die Normalgleichungs-
matrix (ATGYA)-1 zur Einheitsmatrix. Die Konsequenz: die xj sindunabhängig und 
direkt aus der rechten Seite des Normalgleichungssystems zu berechnen, eine 
Matrixinversion entfällt komplett: 

Seite 23

Orthogonale Polynome

Beobachtungsgleichungs- / Normalgleichungssystem

Die spezielle Gestaltung führt zu einem sehr erfreulichen Resultat:

Gemäß (OP1) nimmt die Beobachtungsgleichungsmatrix folgende Form an:

oder
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wobei die ersten zwei Polynome P0 und P1 als konstanter und linearer Termwie 
folgt vorgegeben sind:

Seite 24

Orthogonale Polynome

Berechnung der orthogonalen Polynome I

Die Berechnung der orthonormalen Polynome erfolgt über eine sogenannte 
Drei-Term-Rekursionsformel

mit , sowie

mit
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Orthogonale Polynome

Berechnung der orthogonalen Polynome II

Alle höheren Terme lassen sich dann durch die Rekursion berechnen.

Für jede Ordnung j müssen allerdings die Größen αj, βj und γj  neu berechnet 
werden:

sowie
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Fazit

Fazit

Ausleichung mit Polynomen

+ Einfache Berechnung der Modelfunktion

- Normalgleichungsmatrix unvorteilhaft für Matrixinversion
-> Beschränkung auf Polynome niedriger Ordnung

- Parameter korreliert

Ausleichung mit orthogonalen Polynomen

+ Parameter unkorreliert

+ Fit mit Polynomen hoher Ordnung problemlos

- Deutlich höherer Aufwand bei Erstellung der Polynome und 
Berechnung der Funktionswerte ( mit PC aber problemlos )

Empfehlung für Extremwertbestimmung: 
Verwendung von Polynomen niedrigen Grades; keine Darstellung der gesamten 
Lichtkurve mit Polynomen 
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Beispiele

Ausgangsdaten zu den 
Beispielen

•Beobachtungen an SX Cnc am  
9./10. März 2010

•Datenreduktion erfolgte mit 
Muniwin Vers. 1.1.22

•Die Daten wurden mit den 
ausgewiesenen Dezimalstellen
verwendet

•Rechengenauigkeit: 10-Byte-
Datentyp „Extended“ / 20 
Stellen, Borland Turbo-Delphi-
2006 Compiler

Bedeutung der Spalten:
JD   :  Tagesbruchteil des JD
mag : Helligkeitsdifferenz zum 

Vergleichsstern in mag
g      : Gewicht der Messung in

der Ausgleichung
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Beispiele

Beispiel 1: Polynomfit 3. Grades

Qualitätskontrolle: Produkt aus Normalgleichungmatr ix und 
ihrem Inversen muss die Einheitsmatrix ergeben. 
Dies ist hier erfüllt ! 

Die folgende Matrix beinhaltet im oberen rechten Teil die Normalgleichungsmatrix mit ihren Produktsummen.
Im linken unteren Teil ist ihr Inverses in transponierter Schreibweise aufgeführt.
Beide Gleichungen sind symmetrisch !  Diese Form der Darstellung spart Speicherplatz bei der Rechnung!

Hier steht die 
„Rechte Seite“, 
also das „(ATGy)y 
aus Gleichung (4), 
Folie 13

Funktion: y(t) = x0 + x1t + x2t² + x3t³ (Anzahl Parameter: 4)

Parameter, innere Fehler und äußere Fehler ( s. Folie 15)  Anmerkungen:

- Die Matrixinversion ist stabil
- Die Fehler der Parameter liegen bei ca. 10%
- Beachte die hohen Parameterwerte selbst !
(Ursache: der Datenbereich zwischen 0.33-0.43)

- tMax,3 = 0.3654, y(tMax,3) = -0.6036mag
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Beispiele

Beispiel 2: Polynomfit 7. Grades I

Die folgende Matrix beinhaltet im oberen rechten Teil die Normalgleichungsmatrix mit ihren Produktsummen.
Im linken unteren Teil ist ihr Inverses in transponierter Schreibweise aufgeführt.

Beide Gleichungen sind symmetrisch !  Diese Form der Darstellung spart Speicherplatz bei der Rechnung!

Funktion: y(t) = x0 + x1t + x2t² +... + x7t7 (Anz. Param.: 8)

Deutlich erkennbar „schießen“ die Elemente der inversen Matrix betragsmäßig mächtig in die Höhe.



Die Methode der kleinsten Quadrate in der Beobachtungsauswertung - Anwendung auf Polynome und orthogonale Polynome 

H.-M. Steinbach 23. Tagung der BAV, Recklinghausen,  17.-19. September 2010
Seite 32

Beispiele

Beispiel 2: Polynomfit 7. Grades II

Qualitätskontrolle: Produkt aus Normalgleichungmatr ix und ihrem Inversen muss die Einheitsmatrix ergeb en.  Dies ist hier nicht erfüllt !! 

Funktion: y(t) = x0 + x1t + x2t² +... + x7t7 (Anz. Param.: 8)

Parameter, innere Fehler und äußere Fehler ( s. Folie 15)  

Anmerkungen:

- Die Matrixinversion ist instabil; die asymmetrische
Form resultiert aus den wachsenden numerischen
Fehlern bei der Berechnung der Inversen
Normalgleichungsmatrix

- Die Fehler der Parameter liegen im 100%-Bereich !
- Beachte die hohen Parameterwerte selbst !
(Ursache: der Datenbereich zwischen 0.33-0.43)

- Dennoch ist die Darstellung der Beobachtungen
plausibel.

- TMax,7 = 0.3593, y(tMax,7) = -0.6329mag



Die Methode der kleinsten Quadrate in der Beobachtungsauswertung - Anwendung auf Polynome und orthogonale Polynome 

H.-M. Steinbach 23. Tagung der BAV, Recklinghausen,  17.-19. September 2010
Seite 33

Beispiele

Beispiel 3: Orthonormales Polynom 12. Grades I
Der folgende Ausdruck gibt die Rekursionselemente α, β, γ, dieRegressionskoeffizienten der einzelnen Polynome (hier mit c bezeichnet, 
entspricht den „x“-Parametern in Formel  OP1), Fehlerquadratsumme, Standardabweichung sowie statistische Daten zu einem Hypothesen-
test ggü. der Nullhypothese(Studentscher F-Test; liefert eine Aussage im Sinne von „ist der Koeffizient des j. Polynoms statistisch signifikant 
(OK in der letzten Spalte), oder könnte er auch „0“ sein, d. h., dass er nicht benötigt würde). Hier ist mindestens das OP vom Grad 4 erforder-
lich. Die „OKs“ bei Grad 7 und 9 können auch statistisch erzeugt sein. Da die Normalgleichungsmatrix die Einheitsmatrix ist, sind die 
Varianzen aller Parameter 1 � das einzige Fehlerkriterium ist somit die Fehlerquadratsumme !

Deutlich erkennbar „schießen“ die Elemente der inversen Matrix betragsmäßig mächtig in die Höhe.



Die Methode der kleinsten Quadrate in der Beobachtungsauswertung - Anwendung auf Polynome und orthogonale Polynome 

H.-M. Steinbach 23. Tagung der BAV, Recklinghausen,  17.-19. September 2010
Seite 34

Beispiele

Beispiel 3: Orthonormales Polynom 12. Grades II

Lage der sich ergebenden Maximumzeitpunkte und –helligkeiten.
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Beispiele

Graphische Darstellung der Beispiele

• P3 liegt deutlich 
neben den Daten

• P7 und OP6 sind 
sehr ähnlich, 
verlassen aber sehr 
früh den 
Datenbereich vor der 
Beobachtungslücke

• OP7 stellt den 
oberen Liku-Teil 
harmonischer dar, 
zeigt aber bereits 
deutlichen 
„Wellenschlag“ im 
abfallenden Bereich

• Gemeldete Maxi-
mumzeit: .3552

• Geschätzter Fehler
±0.003

SX Cnc  - Datum: 2010-03-09/10
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